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TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

24 AUGUSTI 2016
1490 _ 1890 M—huset

s
os 77 Z'
Ordbécker, lexikon och typgodkind réknare. ]Z

Peter Mbller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. kl 15.00 samt 17.00.
Anslas pa kurshemsidan samt p4 institutionen (3 van. i M-~huset)
senast 25/8.

En fullstindig och korrekt l6sning pé en uppgift ger poéng enligt
vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till podngav-
drag. Ofullstéindig 16sning (svar pé stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte ndgot poidng. Maximal poéng &r 20. Det
krivs 8 poing for betyg 3; 12 poéng ger betyg 4; for betyg 5 krévs 16
poéng. Observera att ovanstaende ir betygsséttning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlaimningsuppgifter.

Anslés senast 30/8 pa samma stélle som lgsningarna. Resultaten
sinds till betygsexpeditionen senast 5/9 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta
tillfalle inrapporteras betyget U (underkind).

Torsdag 1/9 12—13 samt mandag 5/9 12-13 i institutionens lokaler.

o Skriv s att den som ska riitta, kan ldsa och forsta hur du tédnker. Den som réittar tenta-

men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen skrivs

har betydelse vid poéngséttningen.

o Forklara/definiera inférda beteckningar.

e Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa

t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, s& ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1 2

Betrakta ett rotationssymetriskt virmeledningsproblem som beskrivs

av randvirdesproblemet ’

—1d[k d“ng 0<r<b b

rar”dr

q(b) = a(u(b) —u,)

du

ddr k, O, o och u &r givna konstanter, u = u(r) den obekanta temperaturen, samt ¢ = — P

varmeflodet enligt Fourier.

a: Variations— och FE—formulera problemet, med testfunktioner enligt Galerkin. Du behéver har
inte ange regularitetskrav pa ingdeende funktioner, med det méste klart framga hur det kon-
vektiva randvillkoret kommer in i den svaga formen. (Observera att integrationen méaste goras

over en volym: J-...dV = III...rdedrdz (med limpliga integrationsgrénser)). (3p)

1%
b: Hérled elementstyvhetsmatrisen och tag fram ett uttryck for en lum- NS N
pad elementlastvektor, for ett linedrt element med léngden L 2
h=r;, —r;. (3p) 1I><|1
r
| I
B ry Fiv
c¢: Med »=28091-10 3 m, k= 3,5% och QO = 63- 1062, sa ger integra- I

m
lerna i vinster— respektive hégerledet av FE—formuleringen

1,75 -1,75 0 0 0 78,15

1,75 7,00 =525 0 0 312,59

K=1 0 -5251400 -875 0 f=1625,18
0 0 -875 21,00 —12,25 937,77

0 0 0 -1225 1225 547,03

om problemet diskretiseras med fyra lika langa lineédra element. Visa — med forklaring — hur
styvhetsmatrisen och lastvektorn éndras av det konvektiva randvillkoret, om o = 400 :N
m °C

och u, = 150°C. (1p)

d: Med de fyra lika linga lineéira elementen, i = ?1 , fas nodtempteraturerna

T
a= [1246 1202 1127 1011 852} °C ; de fem noderna har hér numrerats fran » = 0 till » = b.

Anvind numeriska data enligt deluppgift c ovan och berikna virmeflédet ¢(b) pa randen, dels

genom att anvinda randvillkoret, dels med hjilp av Fouriers lag g = —k—Z—lrl. Vilket av de tva

virdena kan man forvinta sig ge bist approximation av det exakta (analytiska) vérdet? Svaret
ska motiveras. (2p)
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Loésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(r) och integrera dver
volymen

Lb2m b

“ o+ 14], QD rdddrds = 0:>2nLJ' or+d kr@Dd, 0
/dr dr

000 0

Efter division med 2nL och partialintegration av den andra termen i integranden,

b b
du du dvdu dv a’u du

=|v —— kr r— r . dter-
Dd \kr j d/drd fas J.k d/d [ vkr 7 ]0 IuQa’r Utveckla nu randter

0 0

b
men och sitt in randvillkoret: [vkr;{—lrl:lo (b)bk% 0 = v(b)bouy — v(b)bowu(b) , dér sista ter-
r=b

men #r obekant och behélls i véinsterledet. Vi har alltsa variationsproblemet

b b

Ikrdvd"dr+(xbv(b)lt(b) = J‘Verr+ abv(b)u,
drdr

0 0

Approximera nu den obekanta funktionen med en linedrkombination av basfunktioner
u=u, = Nja, +Nya,+...+N,a, = Na,dér N &r en radvektor med basfunktionerna och a ar en

kolumnvektor med nodvariablerna. Sétt in approximationen i variationsproblemet och 14t
b b
du
Sh_ dinNg) = Ny = |dN{dN,  dN,|, - Bg. J.kr—Ba’ra + abv(b)N(b)a = J'ver; + abv(b)uy .
dr dr dr i
dr dr dr s )
Vilj nu basfunktionerna som testfunktioner i tur och ordning (Galerkins metod); varje val ger upp-

dN,
N, dr
. N dv_ |9 _ gt
hov till en ekvation och vis samlar ekvationerna radvis, sd v — | 2 och —=|z; | =B Vi far
N
n dNn
dr |
b b
. T T T T
alltsa jkrB Bdra+ abN' (h)N(b)a = IN rQdr+abN' (b)u,
0 0

Tiv1
T
Loésning 1b: Den konsistenta elementlastvektorn ges av = J- (N°) rQdr, dir radvektorn N°

T

innehaller de basfunktioner som antar fran noll skilda virden pa elementet. Eftersom summan av
basfunktionerna dr 1, blir lastresultanten
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2 Tisl Tit1 )
ry—r (ro+r ) (ry—r O(r, +1,)h
Zﬁ = I (N?+N§)err= Q_[ rdr = Q “2 %= gt 12( 22" = (22 L . En lumpad
i=1 r; 7
+r,)h
lastvektor fas om lasten fordelas lika pa de tva noderna: f = Q(iétr—l) H
1

Elementstyvhetsmatrisen ur integralen i FE—formuleringens vénsterled; med

B = |dNy dN, =[—_1 l} fas
ar o h h

kl
[S]

Tiv1 —
2h(ri+1+ri) e k(ri+1+ri) 1 -1 &
2 2h 11

i1
T 2 .2
J‘ krBS B%dra® = k h [ 'f ra’r}ae =k —_a =

|~ =

T T

l\JI;—A
| —

o
[38)

k(r., +r
dir alltsd K = Vi1 T -
2h 1 1

Loésning 1e: Om vi numrerar noderna fran vianster (r = 0) till héger (r = b) dr alla basfunktioner

utom den sista 0 vid r = b,sa N(b) = [0 000 ﬂ . Bidraget till lastvektorn blir da (se 16sning 1a)

0 0
0 0
ab|o|lug = | o | och styvhetsmatrisen far bidraget
0 0
1 534,6
0 0000 O
i 0 0000 O
abN (B)N(b) = ablo|[o0001] = [0000 0
0 0000 O
1 0000 3,564

Losning 1d: Fran randvillkoret fas g(b) = a(a(5) —u,) = 280,8 - 10° (W/m2 ) medan Fouriers lag

du _
ger q(b) = —kmh = —k‘wzzw,s- 10> (W/m?).

r=b

Eftersom derivatan av den approximerade funktionen blir séimre approximerad &n funktionen
sjily, sa forvantar vi oss att virmeflodet berdknat mha randvillkoret ger noggrannast resultat.
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2

L&t Q c R° vara ett omrade i (x,y) —planet och T" dess rand. Potentialfunktionen ¢ = ¢(x, y) ar los-
ningen till randvirdesproblemet

~div(DVe) = f  iQ
=0 paT

Har ar f = f(x, y) en given funktion och D en symmetrisk och positivt definit konstitutiv matris.

a: Anvidnd Green—Gauss sats, J. vdiv(q) dQ = :{Sv andT- J‘ ( Vv)quQ , for att variationsformulera

Q r Q
problemet; det maste framga hur randvillkoret paverkar formuleringen. Redogér ocksa for
vilka krav som stélls pa testfunktionerna (viktsfunktionerna). (2p)

b: Finit—elementformulera variationsproblemet och visa hur B —matrisen for ett element med 3
basfunktioner ser ut. (2p)

c: Betrakta en triangulering av omradet Q och 1t A vara arean av nigot tre-nods—element med

lineédra basfunktioner. Lat vidare f (hogerledet i differentialekvationen) vara en given kon-
stant. Stall upp elementlastvektorn for elementet. (1p)

1 T T T T

0.8

0.6

0.4

-0.8

1 L | I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Losning 2a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v och integrera éver omra-

det: —_[ vdiv(DV $)dQ = J.vfdQ . Anvind nu Green—Gauss sats (identifiera vektorn DV¢ med ¢ ); vi
Q Q

far: [(Vv)'D(V0)dQ = §u(DV9) ndl + [ vfdQ
Q r Q

Ingéaende funktioner méaste vara tillrackligt reguljira for att detta uttryck ska ha ndgon mening —
funktionerna méste vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbara forsta deriva-

tor. Dértill méaste testfunktionerna uppfylla v = 0 pa T, eftersom integranden i randintegralen ar
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obekant (V¢ ar okdnd). Testfunktionen maste alltsa satisfiera homogena vésentliga randvillkor.
Lat V vara rummet av funktioner som uppfyller dessa villkor. Variationsproblemet kan d& skrivas:

Hitta g € V séatt [(Vv) D(V0)dQ = [vfdQ  VveV
Q Q

Losning 2b: Vilj N basfunktioner N; ur V (konform metod) och 14t V), ¢ V vara rummet av alla

funktioner som kan uttryckas som en linedrkombination av basfunktionerna. Speciellt approxime-
N

rarvi ¢ = ¢, = > Nga; och berdknar nodvariablerna a; sé att variationsproblemet satisfierasi v,
i=1

(Galerkins metod). Alltsa har vi: Hitta ¢, € V; sa att j (Vv)TD(Vq)h)dQ = j vfdQ Vve V,
Q Q

For ett element med 3 basfunktioner, dvs ett pé vilket bara 3 av de N basfunktionerna har noll—

T .
skilda funktionsviirden, kan FE—-approximationen skrivas ¢, = I:Nti N; Nﬂ [a‘lf a; “ﬂ = N%°, sa
N ON; ON;
att Vo, = V(N°a®) = (VN°)a" = B%", dar alltsa B® = YN© = [0% 0¥ Ox
N} 0N, ONj

dy dy dy

Loésning 2¢: Med konstant hogerled blir lastresultanten pa elementet I fdA = fA®; denna delas
AL’

€

|
lika p4 de tre noderna: f° = |1
C

3

En konsolbalk med langden L och konstant bijstyvheten EI ér belastad med en kraft P enligt
figuren. Balkens utbgjning w(x) fas som lésningen till randvirdesproblemet

4
151“'—‘4t =0 P
dx z
; w(x)
w(0) = 0 %(0) =0 T o\
, . | EI
dw dw P M | x
L)y=0 0ty = =
2 (L) dx3( ) Vot N2 I

a: Hirled den svaga formen av randvirdesproblemet.
Det ska framgé hur randvillkoren paverkar variationsproblemet. Ange ocksa krav pa ingdende

funktioner. (2p)

b: Finit—elementformulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin och visa hur B -matri-
sen ser ut. (2p)
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¢: Det vanligaste balkelementet har 4 kubiska basfunktioner och nodvariablerna representerar
forskjutningar och rotationer i de 2 noderna. For detta element blir elementstyvhetsmatrisen
(med konstant bojstyvhet)

26 126 7 %
2L 2L s
6, 6, -

EI| L, L,

K = I ]

26 s
L: Le LZ Lc 0
E ) _2 4 —0.25} N,
_Lc Le |

052 0i4 L ofe 08 1
X/
dér L, &r elementets langd. Los problemet med 1 °

element. (2p)

Loésning 3a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera 6ver
L 4 I L

intervallet: J.Ehd Wax = 0.Tva partialintegreringar ger '[ El— d 4 d W dx= |:QE1M:| —[ Eld—‘;} ;
0

d.x dt dx ; dx dx"Jo dx

0 0
Anviand nu randvillkoren for att utveckla randtermerna:

L 2
{dv d w} { EId—g} _ O—ﬂEld w B Pv(L)—vEId w
dx gy dx o dx d.x . d.x

och d_x: vid x = 0, begrinsar vi valen av testfunktioner

a’x~ dx’

x=

‘_I\)

till sddana som uppfyller v(0) = 0 och %(0) = 0 for att bli av med obekanta randtermer. Dess-

utom méste integralen existera, s& vi maste ocksa begréinsa oss till funktioner som har kvadra-
tiskt integrerbara andra derivator. Om vi definierar

2 2

j dx <o, v(0) =0, ﬂ(O) =0
dx

V= {v(x): j[

0

s kan den svaga formen skrivas:

dx dw
dx a'x

Yve V

Hitta we V sdatt

0

Losning 3b: Approximera w med en linearkombination av n valda basfunktioner

n
w=wy = 3 Ni(x)a; och vilj testfunktionerna som basfunktionerna i tur och ordning (Galerkin)
i=1
sd att vi far lika manga ekvationer som obekanta nodvariabler «;. Lat V, vara rummet av funktio-
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ner som kan skrivas som en linedrkombination av basfunktionerna — FE—formuleringen kan da
skrivas

L 2
. o (]2\’ d Wh
Hitta wy € V, sdatt  [EI——"dx= -Pv(L) Vve V,

‘zd"-
0 dx” dx

n
T
Om vi sdtter in wy = > Na; = Na, diar N = [Nl Ny < Nn:| och a = I:al an ... a’J , 1integralen

i=1

samt samlar ekvationerna som fas fér valen v = N,, i = 1,2, ..., n, s& far vi
L dzN 5 B 2
[EIB'Bdx a = P N{L),dar B = ©5= [dNid N, dN,

dx— _2 2 cee -—2
0 dx~ dx dx

Lésning 3c: Eftersom vi bara har ett element si ér styvhetsmatrisen samma som elementstyv-
hetsmatrisen, K = K°, och elementlingden dr L. Randvillkoren x = 0 gor att vi har a; =a, =0
s de tva forsta kolumnerna i K multipliceras med nollor. Vi kan inte heller anvénda vare sig N,
eller N, som testfunktioner eftersom de inte satisfierar de tvé visentliga randvillkoren vid x = 0;

s PL|1 N
°| = ——=|"|, med l6s-
LJ ET M

1

[\

6
L

8]

alltsd maste vi stryka de tva forsta ekvationerna. Kvar har vi da |L
4

[sni e

(i8]

wingen, |3 = | * 8L P_LH _ pL’ {L/ﬂ
a)  2|esr 12/1* EL|0 ET|1/2
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Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

9 APRIL 2016 4 v,
Tid och plats: 1490 _ 1890 Fklandagatan 86 0 Jh

Hjalpmedel: Ordbocker, lexikon och typgodkind raknare.
Larare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 15% samt 1639, Q]’
Lésningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 11/4.

Betygsittning: En fullsténdig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poéng enligt
vad som anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till poédngav-
drag. Ofullstindig 16sning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nigot podng. Maximal poéng &r 20. Det
krévs 8 poing for betyg 3; 12 poing ger betyg 4; for betyg 5 krivs 16
poing. Observera att ovanstiaende ir betygssittning pa
enbart tentamen; fér godkind examination kravs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 21/4 pA samma stille som 16sningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast vecka 17 — foér kursdelta-
gare som inte har alla inliimningsuppgifter godkiinda vid

detta tillfalle inrapporteras betyget U (underkind).

Granskning: fredag 22/4 1290-13% samt tisdag 26/4 1099-119 Institutionen for
tillimpad mekanik, plan 3 i Nya M-huset.

o

Tank pa:

e Skriv si att den som ska ritta kan lidsa och forstd hur du ténker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedémningen av en losning.

e Forklara/definiera inforda beteckningar.

o Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sé ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1

Betrakta en axel med lingd L och vridstyvhet GK = GK(x) som belastas med ett fordelat moment
f = f(x) (moment/lingd). Om axelns hégra énde stéds av en lineér torsionsfjaider med styvhet &
(vid en rotation ¢(L) av axelidnden ger fjadern ett mothéllande vridmoment k¢(L)) och rotations-
vinkeln ¢(x) méts relativt viinster énde, ges vinkeln som lésningen till randvérdesproblemet

—i[GKd—‘p} =f  0<x<L

dx dx
¢(0) =0
3 do _
dx| _ GK(L) o(L) =

Nir ¢(x) berdknats, kan vridmomentet i axeln berdknas enligt M, (x) = GKZ—(E

a: Hirled den svaga formen (variationsproblemet). (2p)
b: Finit—elementformulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins metod. (2p)

c: Lat f och Gk vara konstanta. Sitt & = Z—CL;—K och 16s FE—problemet med tvé lika langa element

med linesira basfunktioner. Elementstyvhetsmatrisen for ett element med lingd » &r

GKl—l
h[l }(Qp)

d: Nir FE-approximationen ¢,~¢ beréknats kan vridmomentet i do,
_ {
torsionsfjadern beridknas antingen som k¢, (L) eller med Mky = GKd_

T k(L)
-M (L) = —GK—" Vilket sétt ska vi forvinta oss ge noggrannast ¢ | €¢<L—

resultat? Motlvera ditt svar. (1p)

e: Lat e = ¢ ¢, vara diskretiseringsfelet. Energinormen av den

exakta losningen ar [¢f, = fL . Berdkna energinormen av diskretiseringsfelet (|le[, ). (2p)

6G

Lésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera ver
intervallet

L

L
d dol,. _
—J'xE[GKE}dx = [vfax
0 0

Partialintegration av vénsterledet ger

L L
ot s vofonl] - ofort]
0 0

I den forsta randtermen kan vi séitta in randvillkoret vid x = L, men Z—‘f dr obekant vid x = 0 savi

begrinsar vara val av testfunktioner till de som uppfyller v(0) = 0. Funktionerna miste vidare
vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbar forsta derivata. Om vi definierar
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L

V={v:v0)=0 I(\ +(d))d\<0

0

L

S& kan variationsproblemet skrivas: Hitta ¢ e V sa att J.GKd‘ &y dx+ kv(L)p(L) = Ivfdx Vve V
0 0

Losning 1b: Approximera ¢ med en linedrkombination av basfunktioner: ¢~ ¢, = > Ni(x)a; = Na,

diar N = |:NI (x) Ny(x) .. Nn(x):l #r en radvektor med basfunktionerna och a = [al ay ... a"]r innehal-

ler nodvariablerna. Inséttning i variationsproblemet ger

L
[jGKd_‘d_NfiHn(L)N(L)] - [vfdx = 0

0 0

Testfunktionerna viljs nu som basfunktionerna v = N, N,, ...,N, , dvs Galerkins metod, vilket ger

n?

n ekvationer som kan anvindas for att berdikna nodvariablerna a; detta dr ekvivalent med att

siatta v = ¢ 'N', ddr ¢ &r godtycklig. Inséittning ger

L
[jGK(d @’ dx+ kN (L)N(L)] jNdex =10

0 0

For att denna likhet ska vara uppfylld for godtyckligt vald vektor ¢, s méste uttrycket innanfor

klammer—parentesen vara en nollvektor; med beteckningen B = %V har vi alltsa

L L
{IGKBTMH kNT(L)N(L)]a = [N'fdx

0 0

T
Losning 1c: Med N = [Nl N, Ns] ,a = [al a, a}] och den N, N, N
1 | 1
givna elementindelningen fir vi N(L) = [g ¢ 1] , s& med : > x
2GK 0 ; L/2 | L
A [V d |4 4
k== har vi att 4 o 4
000
T 2GK
NN = 221000
001

Vidare, med f konstant, blir
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Loi.n
L L|N, 2

T.:
[NTpax = 1] dex=f%-1-2h =
0 ON3

L
4

—_ N =

-1-h

B =

dir vi berdknade integralerna som arean mellan respektive basfunktions graf och x—axeln. Vi har
ocksa givet att

L
1 -10 00 O 2 -20
S— GK GK
[GKB'Bdx = 221 1 o[+l 1 -1 = |2 4 =2
0 000 0-11 0 -2 2
Vi far alltsa ekvationssystemet
a
GK 2 20 1 _f_L 1
L -2 4 -2 [12 - 4 2
0-24 a, 1

Randvillkoret ¢(0) = 0 innebér att vi maste sitta ¢, = 0 varvid la kolumnen i styvhetsmatrisen

‘f5rsvinner’; vidare kan vi inte anvinda 1a ekvationen, eftersom den har fatts genom att vilja test-
funktion v = N, och N,(0)#0, dvs N, uppfyller inte randvillkoret vid x = 0 vilket vi kréver efter-

som vi strukit motsvarande randterm (se uppgift 1a). Ekvationssystemet reduceras alltsa till

3 -4l]

a 0

e . gL
Vi far alltsa |a, = |
as 4

d
Loésning 1d: Generellt géillar att felet i derivata, _(p —d—(f’ 4r storre 4n felet i funktionen ¢-¢,

ds
(méitt i ndgon norm), sd ko(L) maste forvinta vara en battre approximation &n GKa,—(P’l
Z x=L
Loésning le: Lat a(v,v) = IG —‘ﬂ de+ kv(L)v(L) . Vi soker da |el, = Ja(e, ¢) . Energin i felet 4r lika

0
. . o L 7o
med felet i energi: a(e, e) = a(@, 9) —a(@,, ¢,) . HAr 4r a(¢, 9) = (fL 6GK) e givet; vi soker

a(Q,, 9,) .

> I
B R fL” fL| | -
a(o, ;) = a Ka = a'f = 5geplo s 47 |2 = 3565
I
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D fas I, = Jate.e) = Jato @) -ate, o) =15 [

2 n _—
5 i 52 . - - | ~—sym S|
Man 6nskar berdkna spanningarna ‘I’m
som uppkommer pé grund av ett 7r, :
overtryck p irortvarsnitt enligt figu-
ren. Eftersom problemet har tva sym- »
metrilinjer, néjer man sig med att A= \
diskretisera nedre vinstra fjardede- I“\ — - | | _
len av omradet. Elasticitetsekvatio- I3 " |
nerna pa svag form blir d& P ' \ ﬁ
/
= T = T l/ y
j(Vv) DVudA = J-v tdl’ 7 ’ .
A I, /P X
T, ‘
Hir 4r D en symmetrisk positivt defi-
T, ’

s . . ; T .
nit konstitutiv matris, « = [,,\_ “‘] ar

-
de obekanta forskjutningarna, v = [v.‘. v‘] en vektor med testfunktioner och traktionvektorn ¢ pa

I', ges av [t‘} = {_p n—‘} , ddr n_och n, &r komponenterna till en utatriktad enhetsnormalvektor pa
L, -pn, .

randen. Vidare ges differentialoperatorn av

a: Ange randvillkoren pa de bdda symmetrilinjerna I'; och I',, samt pa de yttre begrinsningslin-

jerna I'; och T',. (2p)

b: Finit—elementformulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin. Definiera inférda
beteckningar. (2p)

¢: Visa hur de 3 basfunktionerna p4 ett element med nodkoordinaterna < y5) v
X1,y 3 Y3
(x},»}) kan stéllas upp med den s.k € —matrismetoden (du behover h

inte explicit invertera C —matrisen). (2p)

: (x5, ¥5)
d: Basfunktioner blir 1 2 Y2
X

e l ,ee e e e e e
N‘i = F[-’Czy_z — X35+ (¥ = y3)x + (x3—x3)¥]
2A
1l ,ee e e e e e
N§ = ——e[xg;_vl —X1y3+ (y3—yx+ (x] —x3)¥]
2A
1 _ee e e e e e
Ng = —e[xl}’z — X5y + (¥ = ya)x+ (x5 —x7)y]
2A

dir A°® #r elementetarean. Stéll upp elementets B° —matris. (1p)
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Lésning 2a: De bada yttre begrinsningslinjerna, I'y och T, ér fria och obelastade s normal-och
tangentialspinningarna méste vara 0 pa dessa. Med beteckningarna 1, = 6, .n,+0,n, och

fy, = Oyl +0yn, kan detta uttryckas som ., =1, = 0.

Fér en symmetrirand giller att tangentialspinningen och forskjutningen ortogonalt mot randen &r

0.

u,=0,1,=0 pdl,
Sammanfattningsvis: |7, = 0,u, =0 pal,
t.=0,0,=0  pi([3UTly)

Losning 2b: Approximera de obekanta forskjutningarna, u, =u,, = > a;N; och u,~u,, = % a;N;,
i i

dér a;, och g, &r obekanta nodvariabler, medan N, = N,(x,y) ér valda basfunktioner. Om vi definie-

rar

N, O ..N O T
N = 1 n _
{O Nl ww @ N';| “ [(ll-" al_\' v Oy [l”":|

kan vi skriva u=u, = Na. Vidare ska testfunktionerna enligt Galerkin vara en godtycklig lineér-
kombination av basfunktionerna (alternativt: véljs i tur och ordning som

AR Nl 0]y e T .
0‘}, {NJ, {Oﬂ}, {N} );lat ¢ = l:Cl O enn: Eip 1 ‘fz,J vara en kolumnvektor med 2»n godtyckligt

valda koefficienter. Vi har d& v = Nc¢. Inséttning i den svaga formen ger nu

n

j(%Nc)TDWNa)dA- j(Nc)Ttdr = cTU(%N)TbﬁNdAa— -[NTtdF:I =B
A T, A r,

Eftersom ¢ dr en godtycklig vektor maste uttrycket inom parentes vara en nollvektor, s& med
B = VN fas alltsé [B'DBdAa = [N'tdl eller Ka = f.
A r,
Lésning 2¢: Ansatsen pa elementet 4r u,;, = o +0,x+ 05y = No. (pss for u, ), med N = [1 x _\] och
3
o= [Ot o a]T Vi vill skriva detta som u,, = 3 N°aS = N'a', dir a° = |® ;¢ & " &r nodvariab-
~ 1 %2 3] - xh Z i ’ a a, as
i=1

lerna (for x— eller y—forskjutningen) pa elementet och N° = [N‘f N Ng] ar elementets basfunktio-

; o 1 omj =i, .
ner; basfunktionerna ska konstrueras sa att N; (x;’, y;’) = { " j_ " (j =1,2,3). Vi tecknar nu
om j#i
(X5 ¥;) = NG, y)oo = No(xf, yi)a® 1 de tre punkterna:
e e i 5550 e
(X1, Y1) x| |oy 100/ |%
u“_h(xg, y;) =11 xg yg o) = (010 a;
5 o 001
”.\'h(x;’ _V;) 1 x; -V; 3 a;
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L)y
Med C = || ,¢ ,¢| harvidé Co = a°,s88 o = C'a° (C #rinverterbar om de tre punkterna (noderna)

e e
1 x5 y;3

inte ligger pa en rét linje). Vi far d4 u,, = No. = NC'a® = N°a', s& N° = NC'

Ny O N; O N5 0

0Ny 0N, 0N

Losning 2d: Pa elementet har vi de fran noll skiljda basfunktionerna N° =

Elementets bidrag till B—matrisen blir da

3

= 0

Be=%Ne: OiN?ON;ON§0=

; aa-" 0N 0N 0N

7 T
aN] N, 9N,
x Y o .. ey = 8
X x x (32=¥3) 0 (3-y) 0  (y-y) 0

ON; on, ON3| - .

050 0 8_v3 =1 0 (5-x) 0 (xj-x) 0 (5p-2))
INE N NE NE ANE O (x5 —x5) (5 —3) (] —x3) O05-¥7) (53— O]-¥3)
9y 9x dy dx Jy Ox |

3

1 n
Betrakta numerisk integration av en funktion f enligt j f&)de= 3" H; f(E); har ar n antalet inte-
-1 i=1

grationspunkter, &, (i = 1, ..., n) punkternas koordinater H; motsvarande integrationsvikter. Om vi

konstruerar n lagrangepolynom av grad n-1 s& att

#i

_ 1 =i
Py =
) { 0o i
1
sé ges integrationsvikterna av H; = _[ I E)ds.
-1

a: Med 3 punkters gaussintegration 4r integrationspunkterna &, = - %, &, =0 ochg,; = ﬁ-

Berikna integrationsvikterna H,, H, och H,. Ledning: av symmetriskal méste vi ha #, = H,
(2p)
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b: Ett Serendipity element har 8 basfunktioner p4 formen
N ) 2 ; 2 2 2
(X, ¥) = O+ OypX + 03y + 0 X + 045Xy + i) + 0z X Y + O Xy

om elementsidorna ir parallella med koordinataxlarna. D4 elemen-
tet anvinds for att approximera lésningen till ett problem som
beskrivs av Poissons ekvation, ges elementstyvhetsmatrisen av

K = J.kBETB“dA ddr k>0 dr en konstant och B® = VN®; héir dr

e

A

T
V= [aiai] gradientoperatorn och N° = [N‘f N§] en radvektor med de 8 basfunktionerna.
x dy

Hur ménga integrationspunkter behdvs for att integrera fram K° exakt med gaussintegration?
Av l6sningen maste framga hur du kom fram till ett svar. (2p)

Lésning 3a: Med » = 3 har vi tre stycken lagrangepolynom av grad n—1 = 2. Det andra av dessa

2 1 2
ir 2@ = meCT) 5 ooh aliess #, - [(1-2%)e = §

E-t)E-8) 3

-1

Eftersom summan av de tre lagrangepolynomen dr =1 har vi att H,+H,+H; = 2, s med

o 1 5
Hl = H3 faS Hl = E(Z—Hz) = §

— : i Oy + 200X + 05y + 20U7%y + 0y | o . o .
Lésning 8b: Vi har har VN, = | 2 7704 77 i7" TS| 58 matriselementen i B® innehaller

O3 + 05X + 2046y + oc,.7x2 +20,5xy
termer som &r kvadratiska i x och i y. Integranden B*"B® innehaller d& +*—och y*—termer, s vi
méste integrera 4e—gradspolynom. Med » gausspunkter integreras polynom av upp till grad 2z -1
exakt. Vi har dd 2n—1 = 4. Det krivs alltsa 3 integrationspunkter (i var riktning) for att integrera
fram elementstyvhetsmatrisen exakt.
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Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

11 JANUARI 2016 £ .,
Tid och plats: 1490 _ 1890 § M_huset 0 LY]Z

Hjilpmedel: Ordbocker, lexikon och typgodkénd réknare.

Léarare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 159 samt 163%. Q]’

Loésningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 12/1; se &ven
kurshemsidan.

Betygsittning: En fullsténdig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poéng enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till poédngav-
drag. Ofullstindig l6sning (svar pi stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nagot poidng. Maximal poéng ar 20. Det
krivs 8 poing for betyg 3; 12 poéng ger betyg 4; for betyg 5 krévs 16
poing. Observera att ovanstaende ar betygssittning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkiinda inlamningsuppgifter.

Resultatlista: Anslés senast 25/1 pa samma stélle som lésningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 29/1 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkénda vid detta
tillfalle inrapporteras betyget U (underkind).

Granskning: tisdag 26/1 12—14 samt onsdag 27/1 1213, Institutionen for tillam-
pad mekanik, plan 3 i Nya M-huset.

Tank pa:

e Skriv sa att den som ska ratta kan ldsa och forsta hur du tédnker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/ténker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedomningen av en 16sning.

¢ Forklara/definiera inforda beteckningar.

e Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, s& ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Py
Betrakta ett tjockviggigt ror med radien b och halets radie a . Om réret \Xﬁ
ar belastat med ett inre tryck p; och ett yttre tryck p, , och om plant %

spanningstillstdnd antas, s& kan den radiella forskjutningen « beridknas 2a
genom att losa randvardesproblemet L

%P

drlrdr
2
du _p,(l—v )+ u(a)
dr _ E a
2
du ] py(1=V7)  y(b)
dr’_b B E b

ddr E och v ar materialets elasticitetsmodul respektive tvarkontraktionstal.

a: Infor testfunktionen (viktsfunktionen) v = v(r) och hirled den svaga formen av randviardes-
problemet (variationsproblemet); du behéver inte ange regularitetskrav pa funktionerna.
Observera att integrationen bér goras 6ver en volym:

L@2n) b b
jjf...rded,-d;= 2nLj“.rdr
0 0 a a

ddr L &r rorets lingd och 6 en vinkelkoordinat i det visade snittet. (2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner valda enligt Galerkins metod. (1p)

¢: Antag att problemet diskretiseras med 3 lika 1dnga element, / = b%a , och att noderna numre-

ras med stigande r—koordinat. Vi far d4 ett ekvationssystem Ka = f med 4 nodvariabler i vek-
torn a . Visa hur lastvektorn f ser ut samt ange bidraget till styvhetsmatrisen K frén de tva
randvillkoren. (2p)

Lésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(r) och integrera 6ver voly-

r r

L(b(2x b
men: — J [J{ j V%F%[ru]}m@} dr] dz=0= —2TELI\’%‘:—1-%[ru]:|rdr = 0. Partialintegration ger:

Qi %a ™~ a

b b
J‘(vr)%[lrdir[ruﬂdr = {v%[ru]:lz—j%%[rv]%[ru]dr =0

Vi maste utveckla randtermerna for att identifiera hur randvillkoren kommer in:
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b b b
[vi[ru]] = [v(u + r@ﬂ = [vr(E +@):| = v(b)u(b) + bv(b)@ —v(a)u(a) - av(a)@
dr g dr/ la rodv/la dr b dr p

by(b)(1-v7)p av(a)(1 =v?)p

v(b)u(b) - 7 Y _vv(b)u(b) - v(a)u(a) + o i+vv(a)u(a) =

= LoV av(@ip,— bu(byp,) + (1 - V)(v(b)u(h) - v(@)u(a)

E
2
[ -v~

Multiplikation med ger da

E
1+v

b
E (ld d
—1 B VZJ.;W[H ]E[ru]dr—

(v(b)u(b) -v(a)u(a)) = av(a)p;- bv(b)py

Losning 1b: Approximera u=u, = Na dir N = [Nl(r) No(r) ... Nn(r)} dr valda basfunktioner och
T
a = l:gl a ... ";I . Testfunktionen véljs sedan enligt Galerkins metod som v = N, N,, ..., N, . Vi har

da

E
l+v

b
E ld d
—1 B ZJ;EA[H ]E[rN]a’ra -

(v(b)N(b)-v(a)N(a))a = av(a)pi—bv(b)py v=N,N,..,N,

eller med ekvationerna samlade radvis till ett ekvationssystem

b
E rld
— [
a

[rNT]%[rN]dr—%(NT(b)N(b)—NT(a)N(a)) a = aN"(a)p;~bN (b)p,

Losning 1c: Med de 4 noderna numrerade fran vénster ((r = a)) mot hoger (r = ») har vi

N(a) = [Nl(a) N,(a) Ns(a) N4(aﬂ = [1000] ochpss N(») = [000 1] - Hogerledet ger nu lastvektorn

som f = aN"(@)p;~bN"(b)p, = ap;[1 0 0.0 ~p,[0 0 0 ] = [ap, 00 —bp}]T-

Randvillkorens bidrag till styvhetsmatrisen ges av andra och tredje termen i vénsteledet med

. -
E
1000 0000 Treod @
N @N@) = 0000 och NTeNE) = 0009 fasvi L W)W (b -N"(@N@) = | O 90 0
0000 0000 I+v 0 00 O
0000 0001 0 00 E
L 1 +v|
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2 3

Betrakta varmeledningsproblemet

—div(kVu) = 0 iQ
u=g pa T,
—k(Vu)Tn = o(u—up) pa Ty

Hér ar u,, g, k>0 och a>0 givna konstanter, medan u = u(x, y)

Ar den obekanta temperaturen. Omradet Q &r enligt figuren till

hoger; T',,, och I, &r yttre respektive inre randen till Q, medan

ext

n &r en normalvektor med ldngd 1 riktad ut fran Q.

a: Eftersom problemet dr symmetriskt med avseende pa
fyra axlar, kan man vilja att 16sa randvardesproblemet
pa 1/8-del av omradet. Formulera randvardesproblemet
sé att detta blir mojligt. (1p)

b: Variationsformulera problemet (dvs hérled den svaga for-
men av randvardesproblemet). (2p)

Ledning: om ¢ dr en vektorvard funktion och ¢ &r en
skaldr funktion, sd kan Green—Gauss sats skrivas

[odivig)de = §¢andF— j(V¢)quQ
Q r Q

¢: FE—formulera problemet med testfunktioner (viktsfunk-
tioner) enlig Galerkins metod. (2p)

d: Antag att vi delar in omrédet med lineédra element och betrakta en elementsida med langd

utmed den konvektiva randen T, (se illustration). Infér en lokal koordinat s och beridkna ele-

mentsidans bidrag till styvhetsmatrisen och lastvektorn p.g.a det konvektiva randvillkoret.
(2p)

Losning 2a: Lat T, beteckna symmetrirdnderna; derivatan av temperaturen tvirs dessa rdnder

maste vara noll. Vi har da

—div(kVu) = 0 iQ
u=g pa Ty,
—k(Vu)Tn = o —ug) pd [y

T 5
(Vu)' n =0 pad Ty

Loésning 2b: Vi multiplicerar differentialekvationen med en nédstan godtycklig testfunktion

v = v(x,y) och integrerar 6ver omradet: —_[vdiv(kVu)dQ = 0. Green—Gauss sats ger da
Q

J.(Vv)Tk(Vu)dQ = §vk(vu)Tndr
Q r

Utveckla nu randintegralen: §vk(Vu)TndI“ = J. t’k(Vll)Tll(]r+ J‘ \'k(Vzt)TlldF+ I vk(Vu)TndF
r r r

ext rim sym
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Par.  Aar derivatan (Vu)Tn obekant, sa vi begriansar valet av testfunktioner till sidana att v = 0

int
pé denna del av randen; pa I',, kan vi sétta in randvillkoret sa att integranden blir —vou(u - ) ; pa
symmetririnderna blir integranden noll enligt symmetrivillkoret. Vi har da variationsproblemet:

hitta u sa att

'f(Vv)T/c(Vu)dQ+ javudl" = Ia\'ztodr
Q r.. r,

Losning 2¢: Infor approximationen u=u, = Na dar N = [NI(-\F ¥) .. N (%, \)J ar en radvektor med

T
§| e a'J 4dr obekanta nodvariabler. Inséttning i variationsproblemet

valda basfunktioner och a = [a

n

N, N

ger (I(V\Y)Tk3d§2+ j ochdl"ja = _f ovuydl', ddr B = VN = dx U ox | vy viljer sedan test funktio-
N, N,
dy Ty

nen enligt Galerkins metod, dvs v = N|, N, ..., N, , och far da lika manga ekvationer som obekanta

Q T rm

ext

nodvariabler; ekvationerna samlas radvis i ett ekvationssystem, varvid vi far

UBTdeQ + _[ aNTNdl“Ja = _[ aNTuO dr (alternativt: 1at v vara en godtycklig linedrkombination av
Q r r

ext ext

de valda basfunktionerna v = ¢'N', dir ¢' = [Cl By e CJ viljs godtyckligt), eller
Ka = f

dir K = jBTdeQ+ [ oN'Nar  f = [ oN " uydr.
Q r Cext

ext

h h hlh—s

e Oug /
Losning 2d: Bidraget till lastvektorn blir f° = J'ocNeTuo ds = ouzOJ' y ds = ozuoj hlas = l;O l{
N; s
0 0[N2 0

|
1
(integralerna av basfunktionerna beriknas hir enklast som arean mellan s—axeln och respektive
funktions graf). Bidraget till styvhetsmatrisen fas som

T o (h=s)? (hs=s2) ah|2 1
fon® Noar = [ =9 875 gy = 22

0 /1‘0 (hs—sz) s 12

e 2016-01-11/PWM




3

. . . G, = 0,5MPa Tf
Figuren visar ett 2D elasticitetsproblem vars
16sning man vill approximera med en konform
finit— elementmetod. Antag att man utgar fran
en ganska grov diskretisering med lineédra 3—
nods element och anvinder en adaptiv ~—metod E = 196 GPa
for att approximera lgsningen. v = 031 S

1m/3

a: Redogor for vad som menas med adaptivitet Flan spamnig

och forklara vad A-metod betyder. (2p)

Im/3

b: Ivilket eller vilka omraden férvantar du dig
att ett adaptivt FE—programmet ska gene-
rera de till storleken minsta elementen?
Motivera svaret. (2p)

I m/3

¢: En konform FE—diskretisering av problemet

leder till ekvationssystemet Ka = f, déar b L/ 1m/3

styvhetsmatrisen K dr symmetrisk och posi-

tivt definit. Visa att l6sningen @ = K : f minimerar den potentiella energin

T
I(v) = %v Ky - va, d v s visa att Il(a) <II(v), med I1(a) = I1(v) endast om v=a. (2p)
d: Basfunktionerna for ett av de triangulédra elementen ges av (Xos )

1

Ntl: (x,y) = A [x5y3 = X3y + (Yo = ¥3)x + (x3—x5)y]
1

N3 ) = g2lxsyy = xpvs + (03 =)x + (1 —x3)y]

1
N;(x, y) = ﬂ[—"].\’z =Xy + (¥ = yo)x + (xy —xp)y]

dATr A = =(X,y5+ Xoya + X2V| —X; V2 — Xy —Xay,) 4r elementytan och (x,y,) dr koordinaten for nod ;.
5\E1 Yy T XYyt EaPy — Xy Vg~ Xo¥y —X3)y 2 J

Visa att elementet 4r komplett. (2p)

Loésning 3a: Ett adaptivt FE—program uppskattar diskretiseringsfelets storlek. Om felet &r storre
4n nagon angiven tolerans, dndrar programmet FE—diskretiseringen; med » —metod menas att fler
(till storleken mindre) element anvinds. Processen fortgar till dess att den énskade noggrannhe-
ten uppnatts.

Losning 3b: Med en adaptiv 4 —metod forvintar man sig de till storleken

minsta elementen i omraden dér férstaderivatorna i 16sningen varierar som 0
mest (d.v.s i omraden dir andraderivator &r stora). I ett elasticitetsproblem

far man singuldra punkter — dér spanningarna (forstaderivator) &ndras

snabbt over korta strickor — vid t.ex inatvdnda horn, och vid abrupta for-

andringar i randvillkor. I det givna problemet finns 5 sddana punkter, som O—)
visas i figuren hér brevid. 5

Losning 8c¢: Lat a vara losningen till ekvationssystemet Ka = f sa att

potentiella energin i FE—approximationen blir I(a) = ,l,aTKa _a'f. Betrakta nu en godtycklig vek-

tor v ochlat w = v—a. Vi har da
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M(v) = Ti(w+a) = %(w +at) Kiw +a)—( + ) F =

1T 1T 1. T 1 T T, T
= 54 Ixa+§a Kw+iw Ka+§w Kw-w f-a f =

T T ; 1T T
=J{a Kw=w Katy K drsym.} = l'[(a)+§w Kw+w (Ka-f) =

T
= [Ka=f sﬁKa—f:O}:l'I(a)+%w K

Men w Kw>0 (for w#0), ty K &r positivt definit; alltsa giller I1(v) > I1(a) med likhet endast d&
w=0,dvsdav=a

Lésning 3d: Lat u,, och u, beteckna de primart obekanta i elasticitetsproblemet. Elementet &r

3
komplett om det gar att vilja nodvariabelvérden “?x (och a?_‘.) sa att ansatsen u,, = Z af.\.Nie pa

i=1
elementet blir en godtycklig konstant (pss for u,, ), samt vilja viarden sa att gradienten Vu  (och
Vu,, ) blir konstanta. Det senare villkoret dr trivialt uppfyllt eftersom de lineéra basfunktionerna

. Ya-¥ V3= V- §
har konstanta gradienter: Vu,, = a‘;x[' 2 ‘1 + a‘;x[' 3 1} + ag{’ b 2} (analogt for Vu,, ).

X3 =X, X=X Xy =X

For att visa att det forsta villkoret dr uppfyllt viljer vi nodvariablerna till en och samma godtyck-
liga konstant ¢ — vi har da u, = (‘(NT +N§ + N;) = i(xzh —X3Vy XY — X Y3+ X Yy~ XpY)) = ﬁ%\ =i g

(och p4 samma sétt ser vi att u,, kan vara en godtycklig konstant).
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